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Abstract– In this paper, we first show that linearized model of UAVs like quadrotors is expressed as a
fourth-order system, and then, we propose formation control algorithm for the fourth-order system after
formulating problems. The proposed control law is based on consensus algorithm and a leader-follower
structure is applied to the control law in order that the leader can provide the followers with information of
target states. We also show that the proposed control algorithm can guarantee accurate formation keeping
when fundamental assumptions about the network which is composed of UAVs and a leader are satisfied.
Finally, the proposed approach is validated by some simulations.
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1 はじめに

近年，マルチビークルシステムの協調制御，特にフ
ォーメーションに関する問題は大きな注目を浴びてお
り1)–5)，この協調制御技術は，無人航空機 (UAV : Un-

manned Aerial Vehicle)，人工衛星，無人潜水艇，移動
観測ロボット等への適用が期待されている. 特に民需
用のUAVについては，Quadrotorを代表とするマルチ
ローター型の無人小型ヘリコプタが近年関心を集めて
おり，そのシンプルな機構を生かして，それを用いた
研究が盛んに行われているのみならず，空中監視，空
中観測，研究用プラットフォーム等の用途として，既
に一般に販売されているものもある6), 7)．

さて，マルチビークルシステムの協調制御に関する
問題について，著者らは合意 (Consensus)をベースと
したフォーメーションの問題に注目8),9)してきている．
文献 [8]では，ネットワーク構造に依存しない物体の協
調取囲みの制御則を提案し，文献 [9]では，リーダー・
フォロワー構造を利用し，ビークル群がリーダー機に
追従してフォーメーションを達成する制御則を提案し
た．著者らが提案してきた合意アルゴリズムをベース
とした制御則については，1次系のシステムを対象とし
て研究が盛んに行われてきたという背景から，ダイナ
ミクスを考慮していない 1次系を制御対象としていた．

しかしながら，Quadrotorを含むUAVは一般的には
非線形のダイナミクスを有しており，文献 [9]で提案し
た手法をUAVモデルへ如何に適用するかが課題であっ
た．そこで，著者らは近年注目を集めているQuadrotor

を考え，理想的な状態を仮定すると，Quadrotorは 4次
系のシステムで表現できることに着眼し，文献 [9]の手
法を発展させ，また，リーダー・フォロワー構造を利用
することで，4次系で表現される Quadrotorがフォー
メーションを達成する制御則を提案する．

本稿では，まず，Quadrotorのモデル化，制御目的
について説明する．次に，その設定した問題に対して，
Quadrotorに適用する制御則を提案し，その制御則が
妥当であることを証明する．最後に，提案した制御則
の有効性を数値シミュレーションにより検証する．

2 問題設定
本節では制御対象であるQuadrotorのモデル化，制

御目的について説明する．

2.1 Quadrotorのモデル化

本稿では，制御対象として Quadrotorを考え，4つ
のプロペラに独立に制御入力を与えることができるも
のとする．Quadrotorは十分低速かつ高度一定で飛行
するものとして，これに働く空気抵抗，ローター渦干
渉を含む空気力は無視する．また，プロペラは十分早
く応答するものとして，各プロペラに対する推力指令
からプロペラが実際に指令推力を発生するまでの遅れ
も無視する．この場合，ヨー方向の運動は発生させず，
高度，水平面内速度一定で運動している場合を基準と
した時のQuadrotorの縦系・横系の線形化モデルは (1)

式のように表現できる．ここでの制御入力は，各軸周
りのモーメント指令値であるが，Quadrotorのプロペ
ラ位置の幾何学的関係から，この各軸周りのモーメン
ト指令値から各プロペラが発生すべき推力を算出でき
る．なお，各記号の意味は Table 1のとおりである．

縦系 :


ẋ = u

u̇ = −gθ

θ̇ = q

q̇ = 1
Iyy

Mθ

横系 :


ẏ = v

v̇ = gϕ

ϕ̇ = p

ṗ = 1
Ixx

Mϕ

(1)

次に，新たな変数として，θ̃ = −gθ，q̃ = −gq，M̃θ =

− g
Iyy

Mθ，ϕ̃ = gϕ，p̃ = gp，M̃ϕ = g
Ixx

Mϕ を定義する
と，(1)式はそれぞれ次のようになる．

縦系 :


ẋ = u

u̇ = θ̃
˙̃
θ = q̃
˙̃q = M̃θ

横系 :


ẏ = v

v̇ = ϕ̃
˙̃
ϕ = p̃
˙̃p = M̃ϕ

(2)

さらに，新たな変数として，r(0)x = x，r(1)x = u，r(2)x =

θ̃，r
(3)
x = q̃，r

(0)
y = y，r

(1)
y = v，r

(2)
y = ϕ̃，r

(3)
y = p̃

を定義し，縦系と横系を合わせた変数として，r
(k)
i =

[r
(k)
x r

(k)
y ]T，k ∈ {0, 1, 2, 3}，Mi = [M̃θ M̃ϕ]

T，i ∈
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{1, 2, · · · , N}を定義する．この時，(2)式のQuadrotor

の縦系・横系について，(3)式のような 4次系のシステ
ムを得ることができる．ここで N 機の Quadrotorを
考え，右下の添字の iは，i機目のQuadrotorに関する
状態であることを表わし，また，右肩の括弧付の数字
は微分の階数を意味する．本稿では，Quadrotorの縦
系・横系から構成される (3)式に示す 4次系のシステ
ムを制御対象とする．

d

dt



r
(0)
i

r
(1)
i

r
(2)
i

r
(3)
i


=



r
(1)
i

r
(2)
i

r
(3)
i

Mi


, i ∈ {1, 2, · · · , N} (3)

Table 1: Definition of Symbols
Symbols Meanings

x, y (m) Position (x-axis, y-axis)
u, v (m/s) Velocity (x-axis, y-axis)
ϕ,θ (rad) Attitude angle (Roll, Pitch)
p, q (rad/s) Angular velocity (Roll, Pitch)
Mϕ,Mθ (Nm) Control moment (Roll, Pitch)
Ixx,Iyy (kgm2) Inertia moment (Roll, Pitch)
g (m/s2) Gravity constant

2.2 制御目的

本稿における制御目的は，Quadrotorが Leader機に
追従し，かつフォーメーションを形成して飛行するこ
ととする．Fig.1では，3機の Quadrotorが Leader機
に追従し，また，フォーメーションを形成して飛行し
ている様子を示している．本稿では制御目的を達成さ
せるために，Leader-Follower構造をとるものとする．
ここで，Follower機はQuadrotorとし，また，Leader

機は，各Quadrotorが目標とする状態を各々に付与す
る役割を担うものとし，Leader機は実在，仮想どちら
であっても良い．
さて，制御目的，つまり，各 Quadrotor の位置が，

Leader機から見た目標相対位置に漸近的に収束するこ
とを定式化すると次式のようになる．

lim
t→∞

(ri(t)− (rN+1(t) + di(t))) = 0

　 i ∈ {1, 2, · · · , N} (4)

なお，添字の N + 1は，Leader機であることを示し，
また，di は i機目の Quadrotorに対する Leader機か
ら見た目標相対位置ベクトルである．
次に，Quadrotor群と Leader機から構成されるネッ

トワーク及び Leader機に対して，この制御目的を達成
させるために以下の仮定を置く．

仮定 1. Quadrotor（Follower機）のうち少なくとも 1

機はLeader機の情報を取得しており，また，Quadrotor

間のネットワークは常に連結である.

仮定 2. Leader 機の動きは独立しており，いずれの
Quadrotor（Follower機）にも影響されない.

Fig. 1: A Desired Formaion

3 提案制御則
(4)式の目的を達成するために，i機目の Quadrotor

に適用する制御則は (5)式のとおりとする.

Mi(t) = −
N+1∑
j=1

aij

[
3∑

k=0

βk(r̂
(k)
i − r̂

(k)
j )

]
+ ḋ

(3)
i

i ∈ {1, 2, · · · , N} (5)

aij =

{
1, for jth → ith network line exists

0, for otherwise

i, j ∈ {1, 2, · · · , N + 1} (6)

r̂
(k)
j = r

(k)
j − d

(k)
j

j ∈ {1, 2, · · · , N + 1}, k ∈ {0, 1, 2, 3} (7)

ここで, βk ∈ R，k ∈ {0, 1, 2, 3}は正の制御ゲイン,

aij は i番機が j番機の情報を取得しているか否かを表
わす変数で，情報を取得している場合は 1，そうでは
ない場合は 0となる変数である．また，r̂iは，i機目の
Quadrotorの状態からそのQuadrotorが目標とする状
態を引いたベクトルであり，すべてのQuadrotorに対
して，r̂

(k)
i が Leader機の対応する状態 r

(k)
N+1に等しく

なる時，制御目的が達成されることになる．

さて，4次系のシステムで表わされる Quadrotorと
(5)式の制御則について，次の定理が成り立つ.

定理 1. N ≥ 1 機の Quadrotorを考え，Leader 機を
含む Quadrotor群は仮定 1～2を常に満たすものとす
る. 各 Quadrotorに対し制御則 (5)を適用する．また，
Quadrotorと Leader機からなるネットワーク構造のグ
ラフラプラシアンの 0を除く最小の固有値を λmin と
する．
この時，制御則内の制御ゲイン βk，k ∈ {0, 1, 2, 3}

について，次の条件を満たすよう選定する時，制御目
的は漸近的に達成される.

βk > 0, ∀k ∈ {0, 1, 2, 3} (8)

λmin >
β2
1

β1β2β3 − β0β2
3

(9)

β1β2 > β0β3 (10)



[証明] (3)式で表わされる i機目の Quadrotorに (5)

式の制御則を代入する.

ṙ
(3)
i = −

N+1∑
j=1

aij

[
3∑

k=0

βk(r̂
(k)
i − r̂

(k)
j )

]
+ ḋ

(3)
i

i ∈ {1, 2, · · · , N} (11)

次に，(11)式右辺の ḋ
(3)
i を左辺に移項した後，展開す

ることで次式を得る．

˙̂r
(3)
i = −

N+1∑
j=1

aij [β0(r̂
(0)
i − r̂

(0)
j ) + β1(r̂

(1)
i − r̂

(1)
j )

+β2(r̂
(2)
i − r̂

(2)
j ) + β3(r̂

(3)
i − r̂

(3)
j )]

i ∈ {1, 2, · · · , N} (12)

次に，N機のQuadrotor(Follower機)とLeader機から
構成されるネットワークのグラフラプラシアン10)L ∈
R(N+1)×(N+1) は (13) 式のように定義される．なお，
Leader機は (N + 1)機目としている．

L =



∑N+1
j=1 a1j · · · −a1N −a1(N+1)

−a21 · · · −a2N −a2(N+1)

...
. . .

...
...

−aN1 · · · ∑N+1
j=1 aNj −aN(N+1)

0 · · · 0 0


(13)

また，同一の階数の状態を (N + 1)機分まとめた状態
ベクトルとして，r̂(k) = [r̂

(k)T
1 r̂

(k)T
2 · · · r̂

(k)T
N+1]

T ∈
R2(N+1)，k ∈ {0, 1, 2, 3}を新たに定義する．この状態
ベクトル r̂(k)とグラフラプラシアンLを用いると，(12)
式は次のように表現できる．

˙̂r(3) = −β0(L ⊗ I2)r̂
(0) − β1(L ⊗ I2)r̂

(1)

−β2(L ⊗ I2)r̂
(3) − β3(L ⊗ I2)r̂

(3) (14)

ここで，⊗はクロネッカ積，I2は２次の単位行列を表
わす．さて，ベクトル r̂(k) は，Quadrotorの状態に加
えて，leader 機及び目標の状態を含むことに着目し，
Quadrotorの状態から leader機及び目標の状態を独立
させて (14)式を表現することを考える．そこで，必要
な代数変形を施すことにより次式を得ることができる．

d

dt



r(0)

r(1)

r(2)

r(3)


=



02N I2N 02N 02N
02N 02N I2N 02N
02N 02N 02N I2N
β0M̃ β1M̃ β2M̃ β3M̃





r(0)

r(1)

r(2)

r(3)



−



02N 02N 02N 02N 02N
02N 02N 02N 02N 02N
02N 02N 02N 02N 02N
β0M̃ β1M̃ β2M̃ β3M̃ −I2N





r̃
(0)
N+1

r̃
(1)
N+1

r̃
(2)
N+1

r̃
(3)
N+1

r̃
(4)
N+1



−



02N 02N 02N 02N 02N
02N 02N 02N 02N 02N
02N 02N 02N 02N 02N
β0M̃ β1M̃ β2M̃ β3M̃ −I2N





d(0)

d(1)

d(2)

d(3)

d(4)


(15)

ここで，M ∈ RN×N は，グラフラプラシアン L の
N + 1 行及び列成分を除した (16) 式で定義される行
列であり，M̃ = −M ⊗ I2 である．また，r(k) =

[r
(k)T

1 r
(k)T

2 . . . r
(k)T

N ]T ∈ R2N , r̃
(k)
N+1 = r

(k)
N+1 ⊗ 1N ∈

R2N，d(k) = [d
(k)T

1 d
(k)T

2 . . . d
(k)T

N ]T ∈ R2N，k ∈
{0, 1, 2, 3}であり，02N は 2N 次のゼロ行列，1N はN

次の単位ベクトルを表わす．

M =



∑N+1
j=1 a1j −a12 . . . −a1N
−a21

∑N+1
j=1 a2j . . . −a2N

...
...

. . .
...

−aN1 −aN2 . . .
∑N+1

j=1 aNj


(16)

(15)式は，Quadrotorの状態 r(k)に関する微分方程式
とみなすことができ，Quadrotorの状態 r(k) は leader

機の状態 r̃
(k)
N+1 及び目標の状態 d(k) による強制項によ

り影響を受ける形態となっている．(15)式の微分方程
式の解を考えるあたり，まず，(15)式の強制項をゼロ
とした斉次方程式の解について検討する．ここで，斉次
方程式の安定性に関係する行列N の固有値について検
討する．行列N は (15)式内にある次式の行列である．

N =



02N I2N 02N 02N
02N 02N I2N 02N
02N 02N 02N I2N
β0M̃ β1M̃ β2M̃ β3M̃


(17)

次に，行列Mの固有値を λ，固有ベクトルを s，つま
り，Ms = λs，また，行列N の固有値を µ，固有ベク
トルを σ，つまり，Nσ = µσとすると，(15)式の斉次
方程式から，次の等式が成り立つ必要がある．



02N I2N 02N 02N
02N 02N I2N 02N
02N 02N 02N I2N
β0M̃ β1M̃ β2M̃ β3M̃





s̃

µs̃

µ2s̃

µ3s̃


= µ



s̃

µs̃

µ2s̃

µ3s̃


(18)

ここで，s̃ = s⊗ 12 である．
さらに，(18)式の最下行の比較から，次式が成り立

つ必要がある．

µ4 + β3λµ
3 + β2λµ

2 + β1λµ+ β0λ = 0 (19)

(19)式は，行列Mと行列N の固有値の関係を示して
おり，行列Mの一つの固有値に対して，行列 N は 4

つの固有値を有することが分かる．また，グラフラプ
ラシアンLと行列Mの固有値の関係については，(13)
式と (16)式に注意すると，行列Mの固有値 λは，ゼ
ロを除くグラフラプラシアン Lの固有値と一致するこ
とが分かる．さらに，グラフラプラシアン Lの特性か
ら，仮定 1が満たされている時，唯一のゼロ固有値を
持ち，対応する固有ベクトルは 1となり，また，ゼロ
以外の固有値は正値となることから，行列Mの固有
値 λはすべて正であることが分かる．
さて，制御目的を達成するためには，行列N の固有

値の実部がすべて負となる必要がある．ここで，λ > 0



を用いて，Hurwitzの安定判別法より，µの実部がす
べて負であるための必要十分条件についてまとめると，
(8)-(10)式を得ることができる．この時，(15)式の斉次
方程式の解は，ゼロに収束する．続いて，(15)式の非斉
次方程式の特解が，r(k) = r̃

(k)
N+1+d(k)，k ∈ {0, 1, 2, 3}

となることは，これを (15)式に代入することで確かめ
ることができる．
最後に，(15)式の微分方程式の一般解は，斉次方程

式の一般解＋非斉次方程式の特解として表わされるこ
とから，以上より，(15)式の解は漸近的に次式のよう
になる．

lim
t→∞


r(0)

r(1)

r(2)

r(3)

=



r̃
(0)
N+1

r̃
(1)
N+1

r̃
(2)
N+1

r̃
(3)
N+1


+


d(0)

d(1)

d(2)

d(3)

 (20)

以上より，仮定 1及び仮定 2を満たし，制御ゲイン βk，
k ∈ {0, 1, 2, 3}を (8)-(10)式を満たすよう選定する時，
制御目的である limt→∞ (ri(t)− (rN+1(t) + di(t))) = 0

が漸近的に達成されることが分かる. □

4 数値シミュレーションによる評価
4次系システムの Quadrotorを３機考え，これらと

Leader機とのネットワーク構造は Fig.2のとおりとし
た．また，制御ゲイン βk は，(8)-(10)式を満たすよう
選定し，β0 = 1，β1 = 5，β2 = 17，β3 = 3とした．ま
た，Leader機は x，y軸ともに速度 1(m/s)で移動する
ものとした．さらに，各Quadrotorの目標位置につい
ては，Leader機の進行方向ベクトルに対して，反時計
方向周りに 0◦，90◦，270◦となる方向に，Leader機か
ら各々5(m)離れた位置を，それぞれ 1，2，3番機の目
標位置とした．

Fig. 2: A network structure

40(s)間のシミュレーション結果を Fig.3，4に示す．
Fig.3は移動軌跡，Fig.4は目標位置からの誤差を示す．
これらの結果から，制御目的を達成できていることが
分かる．

5 おわりに
本稿では，Quadrotorの縦系・横系の線形モデルが 4

次系のシステムで表現できることを説明し，その 4次
系のシステムに対してフォーメーションを達成する制
御則を提案した．また，その制御則の有効性について，
数値シミュレーションにより確認した．今後は，UAV

のダイナミックスとして 4次系とは限らない，より一
般的な線形システムで表現されるモデルを検討の対象
としていきたい．

Fig. 3: Simulation results (trajectory)

Fig. 4: Simulation results (differences from the target)
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