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Abstract– This paper deals with game theoretic real-time pricing method based on dual decomposition
and its application to load frequency control of power networks. This pricing method aims to solve the
constrained optimization problem consist of each player’s utility and social welfare under selfish players.
Selfish player’s decision is a Nash equilibrium solution considering their own cost function. We show this
method can lead their own decision to social welfare maximization. Finally we show the effectiveness for
Load frequency control by some simulation results.
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1 はじめに
省エネルギー化を見越した再生可能エネルギーの電
力系統への導入が盛んに検討されている. しかし, 電圧
変動や周波数変動といった現象を引き起こす要因とな
るため, 供給量と需要量を効率的に調整する必要があ
る. このような問題に対するアプローチとして, 細かい
時間間隔で電力価格を調整することで需給バランスを
保つリアルタイムプライシングという試みが注目され
ている 1)2).
プライシング手法に関する研究は一般に最適化理論
を利用しており,価格の調整則にゲーム理論を考慮した
手法 3)4) がある. ゲーム理論を考慮することによって,
電力網における需要家, 供給家といったプレイヤーに対
し, 自身の利益のみではなく, 安定した電力供給につな
がる系統周波数, 潮流変動といった, 系統内における公
共的な利益をも考慮して最適化問題を設計できるとい
うメリットが存在する.
本稿では,ゲーム理論を考慮したプライシング手法を
発展させるため,双対分解に注目したリアルタイムプラ
イシング手法を提案する. このことにより, 従来法にお
いて議論されていなかった制約条件を考慮しつつ公共
利益の最適化を達成することができる.

2 双対分解とゲーム理論
本稿で扱う最適化問題を (1)式のように定式化する.

以降, (1)式を原問題と呼ぶ. xi はプレイヤー iの状態
量, z は公共利益に関するパラメータ, Ji(xi)は各プレ
イヤーの利益を表す関数, J(z)は公共利益を表す関数
とする. また, xは, xiを要素に持つベクトル量とする.

max
x

n∑

i=1

Ji(xi) + J(z) (1)

s.t. z = H(x) =
n∑

i=1

Hi(xi)

gj(x) = 0 j = 1, · · · ,m

ただし, 原問題に関して以下の仮定を置く.

仮定 1. Ji(·) ∈ C2, J(·) ∈ C2 は狭義の凹関数とする.

gj(·) ∈ C2 は凹関数, Hi(·)は線形関数とする.

(1)式のラグランジュ関数 L(x, λ)をおき, 双対問題と
して書き換えると, 以下のように書き換えられる.

min
λ

max
x

n∑

i=1

Ji(xi) + [J ◦H](x) +
m∑

j=1

λjgj(x) (2)

なお, [J ◦H]は J とHの合成関数である. (2)式につい
て, L(x, λ) =

∑n
i=1 Ji(xi)+[J ◦H](x)+

∑m
j=1 λjgj(x)

である. このとき, 以下のような双対問題の鞍点解と原
問題の最適解は一致する.

L(x,λ∗) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x∗, λ) (3)

本稿では原問題を解くにあたって, プレイヤー iは, 自
身の利益のみの最大化を行う利己的プレイヤーを想定
する. ただし, 付加コスト πi を与えることで, Ji(xi) +
πi(xi, x−i, λ) の最適化を行うとする.
各プレイヤーが自身の利益のみを最大化するため,そ

のままでは原問題全体の最適化が達成されない. その
ため, 適切に πi(xi, x−i, λ)を設定する手法を考えたい.
付加コストが加えられた際の各プレイヤーの利益を表
す関数を Ci(x, x−i, λ)として, 以下のように定義する.

Ci(xi, x−i, λ) = Ji(xi) + πi(xi, x−i,λ) (4)

ここで. −iは相手プレイヤーの意で, −i = {1, . . . , i−
1, i + 1, . . . , n}の集合を表すとする. 各プレイヤーは,
関数Ci(xi, x−i, λ)の最適化を行う.また,ラグランジュ
乗数に関して最適化を行うオペレーターを定義する.各
プレイヤーは関数 Ci(xi, x−i, λ), 各オペレーターは関
数 Oj(x, λ∗j )の最適化をそれぞれ行う.

max
xi

Ci(xi, x−i, λ) = Ji(xi) + πi(xi, x−i, λ) (5)

min
λj

Oj(x, λ∗j ) = λjgj(x) (6)

このときの問題は, n人の最大化プレイヤーと, m人の
最小化プレイヤーにより構成されるゲーム問題と考え



ることができる.各コスト関数の最適解は以下に定義す
るナッシュ均衡に収束する.

Ci(x∗i , x
∗
−i, λ

∗) ≥ Ci(xi, x
∗
−i, λ

∗) (7)

Oj(x∗i , x
∗
−i, λ

∗
j ) ≤ Oj(x∗i , x

∗
−i, λj) (8)

以上の問題設定の下で,本論文の主要結果として以下の
定理 1が得られる.

定理 1
仮定 1が成り立ち, プレイヤー iに対する付加コスト関
数 πi(xi, x−i,λ) が与えられたとする. (7) 式で定義さ
れる Ci(xi, x−i, λ) 及び, (8)式で定義されるOj(x, λj)
のナッシュ均衡解が双対問題 (2)式の鞍点解となる必
要十分条件は, 以下の (9) 式を満たす連続な任意関数
Fi(x−i, λ)が存在することである.

πi(xi, x−i, λ) = [J ◦H](xi, x−i) +
m∑

j=1

λjgj(xi, x−i)

+Fi(x−i, λ) (9)

Proof.
必要性
背理法を用いて必要性を示す. (9) 式を満たす
πi(xi, x−i, λ)が与えられた, 各プレイヤーの利益を表
す関数 Ci(xi, x−i, λ) に関して, (xi, x

?
−i,λ

?) が以下の
不等式を満たすと仮定する.

C(x?
i , x

?
−i, λ

?) < C(xi, x
?
−i, λ

?) (10)

式変形をしていくと以下のようになる.

Ji(x?
i ) + J−i(x?

−i) + [J ◦H](x?
i , x

?
−i)

+
m∑

j=1

λ?
jgj(x?

i , x
?
−i)

<Ji(xi) + J−i(x?
−i) + [J ◦H](xi, x

?
−i)

+
m∑

j=1

λ?
jgj(xi, x

∗
−i) (11)

(11)式は, 鞍点解の条件 L(x, λ∗) ≤ L(x∗,λ∗) と矛盾
する. そのため, (9)式を満たす, Fi(x−i, λ)が存在すれ
ば, ナッシュ均衡と鞍点解は一致する.
同様に, 各オペレーターのコスト関数Oj(x, λj)に関

しても (x, λj)が以下の不等式を満たすと仮定する.

Oj(x?
i , x

?
−i, λ

?
j ) > Oj(x?

i , x
?
−i, λj) (12)

同様に式変形をしていくと以下のようになる.

n∑

i=1

Ji(x?
i ) + [J ◦H](x) +

m∑

j=1

λ?
jgj(x)

>

n∑

i=1

Ji(x?
i ) + [J ◦H](x?) +

m∑

j=1

λjgj(x?) (13)

(13)式は, 鞍点解の条件 L(x∗, λ∗) ≤ L(x∗,λ)と矛盾
する. 以上より必要性は示された.

十分性
ナッシュ均衡と鞍点解が一致すれば, (9) 式を満たす,
Fi(x−i, λ)が存在することを示したい. 仮定 2より, 原
問題は凸最適化問題となり, KKT条件を満たす最適解
が一意に定まる. (x̄i, x̄−i, λ̄) をナッシュ均衡解とする
と, 勾配は 0になるから,

∂Ci(xi, x−i,λ)
∂xi

=
∂

∂xi
(Ji(x̄i) + πi(xi, x−i, λ))

= 0 (14)

全てのプレイヤーが xi をナッシュ均衡となるように
選択すると, KKT 条件の一つが満たされる. よって,
πi(xi, x−i, λ) に関する以下の等式が得られる.

∂πi(x̄i, x̄−i,λ)
∂xi

=
∂

∂xi

(
[J ◦H](x̄i, x̄−i) +

m∑

j=1

λ̄jgj(x̄i, x̄−i)
)

(15)

次に, ラグランジュ乗数 λが, 同様にナッシュ均衡解を
満たすとすると, λに関する勾配が 0となるので,

∂Oj(x, λj)
∂λj

= gj(x) = 0 (16)

これもやはり, KKT条件を満たしている. 以上より, 十
分性も示され,必要十分条件であることが示された.

3 鞍点解へと至るアルゴリズム
鞍点解へと至るアルゴリズムを考える.各変数に経済

的な意味を持たせるために以下の仮定を設ける.

仮定 2. 状態量xとラグランジュ乗数λは常に正とする.

仮定 1 および仮定 2 が成り立つとき, 状態量, 及びラ
グランジュ乗数の最適解を求める手法として, アロー=
ハーヴィッチのGradient Method の定差方程式による
表現が知られている 6). γi > 0, γj > 0はステップサイ
ズである.

xi(t + 1) = max
{

0, xi(t) + γi

(
J ′i(xi(t))

+
∂[J ◦H](x(t))

∂xi(t)
+λT (t)g′(x(t))

)}

λj(t + 1) = max{0, λj(t)− γjgj(x(t))} (17)

定差方程式 (17)式を, 仮定 2を考慮し, ベクトル x, λ
を用いて書き直すと以下のようになる.

x(t + 1) = x(t) + Rp(G′(x(t)) + λT (t)g′(x(t)))

λ(t + 1) = λ(t)−Rog(x(t))) (18)

ただし, G(x(t)) =
∑n

i=1 Ji(xi(t)) + [J ◦ H](x(t))
である. 行列 Rp = diag(γ1, · · · , γi, · · · , γn), Ro =
diag(γ1, · · · , γj , · · · , γm)とする. (18)式に示すアルゴ
リズムに従って, 各プレイヤー及びオペレーターが状態
量を更新する結果, 状態量 x及びラグランジュ乗数 λ
は鞍点解 (x∗, λ∗) 近傍へと収束する. ただし, 近傍は定
数 ε > 0が与えられたとき, (19)式で定義される.

‖x(t)− x∗‖2 + ‖λ(t)− λ∗‖2 ≤ ε (19)



4 電力網の系統周波数制御
提案手法の有効性をシミュレーションにより確認す
る. 今回のシミュレーションで考えるプレイヤーは, 需
要家 (Consumer), 供給家 (Generater), ISO(Operater)
の 3プレイヤーとする. なお, Fig.1に電力網モデルと
各プレイヤーのやり取りを示す.

Fig. 1: Power Network and Players

4.1 電力網および各プレイヤーのモデル化
電力網モデルは (20)～(24) 式のように定式化した.

(20) 式, (21) 式はそれぞれエリア i の潮流偏差, 周波
数偏差の動特性を表している. (21) 式のうち, Pgi は
LFC 発電機の出力偏差, xsi は LFC 発電機以外の供
給電力量 wi は風力発電出力であり, 発電量の合計は
Stotal

i = Pgi + xsi
+ wi となる. xdi

は電力需要量であ
る. (22)式, (23)式はそれぞれエリア iのタービンとガ
バナの動特性を一次遅れ系で模擬したものであり. (24)
式はエリア iの LFC出力指令値の動特性である.

Ṗtiei =
∑

j∈Ni

Tij(fj − fi) (20)

ḟi = −Di

Mi
fi +

1
Mi

Pgi +
1

Mi
xsi −

1
Mi

xdi

+
1

Mi
Ptiei +

1
Mi

wi (21)

Ṗgi = − 1
Tdi

Pgi +
1

Tdi

xgvi (22)

ẋgvi = − 1
RgiTgi

fi − 1
Tgi

Pgi +
1

Tgi

xgvi (23)

U̇ARi = KiPtiei −BiKifi (24)

ベクトル zi = [θi fi Pgi xgvi UARi ]
T を定義し, サンプ

ル時間 T で離散化し, (25)式とする. ただしNiはエリ
ア i と隣接しているエリアの集合を表す. 電力網モデル
に関して設定したパラメータを Table 1に示す.

zi(t + 1) = Eizi(t) + Cixsi(t)− Cixdi(t)

+
∑

j∈Ni

Eijzj(t) + Ciwi(t) (25)

次に, 社会厚生関数を以下のように定義する.

max
xd,xs

2∑

i=1

vi(xdi(t))−
2∑

i=1

ci(xsi(t))

−1
2

2∑

i=1

zT
i (t + 1)Qizi(t + 1) (26)

s.t. zi(t + 1) = Eizi(t) + Cixsi(t)− Cixdi(t)

+
∑

j∈Ni

Eijzj(t) + Ciwi(t)

xs − xd + w = 0

Table 1: Parameters
エリア 1 系統容量 PW1[MW] 200
エリア 2 系統容量 PW2[MW] 200

エリア間同期化力定数 T12[puMW] 0.5
エリア 1 慣性定数M1[puMW·sec/Hz] 0.25
エリア 2 慣性定数M2[puMW·sec/Hz] 0.25
エリア 1 ダンピング定数 D1[puMW·Hz] 0.1
エリア 2 ダンピング定数 D2[puMW·Hz] 0.1
エリア 1 タービン時定数 Td1[sec] 1.0
エリア 2 タービン時定数 Td2[sec] 1.0
エリア 1 ガバナ時定数 Tg1[sec] 0.2
エリア 2 ガバナ時定数 Tg2[sec] 0.2

エリア 1 速度調速率 R1[Hz/puMW] 2.4
エリア 2 速度調速率 R2[Hz/puMW] 2.4

xsi
(t), xdi

(t)の決定は利己的プレイヤーによりなされ
る. (26)式のうち, 原問題の [J ◦H]に相当する部分は,
− 1

2

∑n
i=1 zT

i (t + 1)Qizi(t + 1) であるが, 定理 1に従っ
て, (27), (28)式と計算できる. 以降, (27), (28)式を付
加コストと呼び, 電力価格と別に考える.

πsi(t) = −
(
Eizi(t) +

1
2
Cixsi(t)− Cixdi(t)

+
∑

j∈Ni

Eijzj(t)
)T

QiCixsi(t) (27)

πdi(t) =
(
Eizi(t) + Cixsi(t)−

1
2
Cixdi(t)

+
∑

j∈Ni

Eijzj(t)
)T

QiCixdi(t) (28)

需要家の効用関数に関してモデル化する. エリア iの
需要家の効用を表す関数は, vi(xdi(t)) であり, 付加コ
スト πdi(t)及び価格 λi(t)が与えられたとき, 以下の最
適化問題を解くと考えられる.

max
xdi

vi(xdi(t))− λi(t)xdi(t) +
(
Eizi(t)− 1

2
Cixdi(t)

+ Cixsi(t) +
∑

j∈Ni

Eijzj(t)
)T

QiCixdi(t) (29)

付加コスト πdi を考慮しないと以下のようになる.

max
xdi

vi(xdi(t))− λixdi(t) (30)

(29)式より以下のように需要量の更新則を決定する.

xdi(t + 1) = xdi(t) + γdi

(
v′i(xdi(t))− λ(t)

+ CT
i QiEizi(t) + CT

i QiCixsi(t)

− CT
i QiCixdi(t) +

∑

j∈Ni

CT
i QiEijzj(t)

)

(31)

供給家のコスト関数に関しても同様にモデル化する.
エリア iの供給家のコストを表す関数は, ci(xsi(t)) で
あり, 付加コスト πdi(t)及び価格 λi(t)が与えられたと



き, 以下の最適化問題を解くと考えられる.

max
xsi

λi(t)xsi
(t)− ci(xsi

(t))−
(
Eizi(t) +

1
2
Cixsi

(t)

− Cixdi(t) +
∑

j∈Ni

Eijzj(t)
)T

QiCixsi(t) (32)

付加コスト πsi を考慮しないと以下のようになる.

max
xsi

λxsi(t)− ci(xsi(t)) (33)

(32)式より以下のように需要量の更新則を決定する.

xsi
(t + 1) = xsi

(t) + γsi

(
λ(t)− c′i(xdi

(t))

− CT
i QiEizi(t)− CT

i QiCixsi
(t)

+ CT
i QiCixdi

(t)−
∑

j∈Ni

CT
i QiEijzj(t)

)

(34)

最後に, ISOの電力価格の更新則は以下で与えられる.

λ(t + 1) = λ(t) + γoi
(xdi

(t)− xsi
(t)− wi(t)) (35)

4.2 シミュレーション結果
各エリアの風力発電出力は Fig.2のように変動した
とする. エリア１の場合, 0[sec]から 1100[sec]付近まで
大きな出力変動がある.対策を練らなければ過剰供給と
なってしまい, その偏差を打ち消すように LFC発電機
出力を制御しなければならない.風力発電の出力変動の
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Fig. 2: Wind Power of each Area

系統への影響を抑えるように,電力需給のバランスを調
整させたい. 需要家 iの効用関数, 供給家 iのコスト関
数を以下のように設定する.

vi(xdi(t)) = ai log xdi(t), ci(xsi(t)) =
1
2
bix

2
si

(t) (36)

ここで, a1 = a2 = 1.73× 106, b1 = b2 = 1.73× 102と
した. また, Q1 = Q2 = 2.0× 108 × I5として重みづけ
した. サンプリング周期は T =0.01[sec], ステップサイ
ズは全て γ = 0.001とした.
シミュレーション結果は, Fig.3～Fig.6のようになっ
た. 結果を表示するにあたり, 2種類のパターンを比較
した, パターン 1 は付加コストに πi と λ を考慮した
(29)式, (32)式, パターン 2は λの調整のみを考慮した
(30)式, (33)式をそれぞれ用いている.

Fig.3はエリア 1における周波数の変動の様子を表し
ており, パターン 1のほうが, より周波数偏差を抑えら
れている. よって, 定理 1の付加コストは公共利益の最

適化に貢献していることが分かる. Fig.4はエリア 1に
おける需給バランスの偏差 xsi(t) + wi(t)− xdi(t)を表
しており, この値の絶対値が小さければ小さいほど, 系
統内の予備電力が少なくて済むことを示しているため,
0付近に収束していることが望ましい. パターン 1は外
乱による周波数偏差を打ち消しつつ, 均衡状態へと向
かっている. よって, 定理 1は原問題の等式制約を考慮
していることが分かる. Fig.5はエリア 1における需要
家の金銭的利益 (29)式および, (30)式の値を表してお
り, パターン 1のほうが大きいことが分かる. よって,
定理 1で新たに付加されたコスト πiが利益の妨げとな
ることはない. Fig.6はエリア 1における電力価格の変
動を表わしており,外乱が無いければ両手法とも均衡状
態に収束していることが分かる.
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Fig. 4: Deviation
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Fig. 6: Price

5 まとめ
本稿では,電力網におけるリアルタイムの価格調整問

題に対して,双対分解とゲーム理論に基づく手法を提案
した.結果は電力網の不安定性が従来法よりも効果的に
抑制できており,金銭的利益にも影響を及ぼさない手法
であることが分かった. 今後の課題としては, 最適制御
理論を考慮した, 区間最適化問題への拡張等がある.
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