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Abstract– This paper discusses a synchronization problem for networked electrical power systems with a
connection topology. We analyze dynamical properties of power networks and derive the synchronization
condition of electrical generators. First, a termed Kron reduction method to derive swing equation is em-
ployed, which describes states of generators. Second, the equation is reduced to Non-uniform Kuramoto
model, and then we derive a synchronization condition by using the reduced model. Finally, we have succeed
in relaxing the synchronization condition by controlling power units. Effectiveness of the proposed condition
is shown via simulation results.
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1 はじめに
電力需給の自動最適化 (Smart Grid)技術の発達や再

生可能エネルギーを用いた発電など，電力ネットワー
クの複雑化を背景に電力システムの安定性に関して研
究が盛んに行われている．この安定度には幾つか種類
があり，本論文では過渡安定性に関して議論する．
この過渡安定性を解析するために，多くの手法が現

在まで提案されてきた 1)2)．しかし，これら既存の手
法は電力ネットワークを簡略化したモデルで議論して
いる場合があり，また，結果として導かれた安定条件
が複雑になってしまい，あるシステムパラメータを持
つ電力ネットワークが同期するのか否かを議論するの
が困難であるという課題がある．
このような背景から，電力ネットワークの過渡安定

性を解析する新しい手法が提案されている 3)．この手
法の特徴としては非均一蔵本モデルと呼ばれるモデル
を用いている事である．この非均一蔵本モデルは，電
力ネットワークと蔵本振動子の両方の特徴を有し，両
モデルを結び付け，蔵本モデルの同期条件を電力ネッ
トワークに適用させる役割を持つ．この手法を用いる
利点としては，最終的に導かれる同期条件が簡潔であ
る事，同期条件が電力ネットワークの状態や接続形態
に関連している事，電力ネットワークを簡略化しない
で扱える事などが挙げられる．
本論文では，まず初めに，電力ネットワークを数式

化し，縮約と呼ばれる手法を用いる事により動揺方程
式と呼ばれる発電機の相対位相変動を表す数式モデル
を導く．この方程式を電力ネットワークモデルと呼ぶ．
ここで，電力ネットワークに内在する発電機の機械的
入力は全てフィードバック制御されている．次に，こ
の電力ネットワークモデルから非均一蔵本モデルを導
出する．そして，このモデルに対して同期条件を提案
する．本研究が従来の研究と異なる点は，最終的に導
出される同期条件が複雑にならないよう発電機の機械
入力を制御している点である．これによって非均一蔵
本モデルの利点を損ねることなく従来の同期条件を緩
和することが可能である．最後に提案法の同期条件を
数値実験にて検証する．

2 電力モデルと非均一蔵本モデル
本章では，まず 1節で電力ネットワークの動揺方程

式を導き，これを電力ネットワークモデルとする．次に
2節でそのモデル用いて非均一蔵本モデルを導出する．

2.1 電力ネットワークモデル

一般的に電力系統に内在するN 台ある発電機のうち,
i番目の発電機の動揺方程式は (1)式で表わす事ができ
る．ここで，発電機 iの単位慣性定数をHi，50[Hz]ま
たは 60[Hz]で与えられるエリアの基準周波数を f，f
の回転座標系からみた位相を δi，機械入力を Pm,i，ダ
ンピングをDi，電気出力を Pe,iとしており，単位には
単位法を用いている．

Hi

πf
δ̈i = Pm,i − Diδ̇i − Pe,i, i ∈ {1, ..., N} (1)

一般的には無数の発電機，変電所，需要家などの動
的負荷および送電線によって電力ネットワークは形成
されるが，本論文では発電機ノード 8点と送電線であ
るバス 22点で形成している電力ネットワークを制御対
象とする．これを Fig.1(a)に示す 4)．

(a)Connection Topology (b)SL-Diagram
Fig. 1: Power Grid

Fig.1(a)においてG1-G8はそれぞれ発電機ノードを，
B9-B30はそれぞれバスを表している．また，Fig.1(a)の



単線結線 (Single-Line)図及び縮約の概念図を Fig.1(b)
示す．縮約に関しては本節下部で述べる．

Fig.1 の電力ネットワークに対して，アドミタンス
行列を Y で定義すると，結合している 2 つのバス ij
間を結ぶ送電線はアドミタンス Yij ∈ C で重み付け
する事ができる．また，全てのバスは接地アドミタン
ス Yground−i を通してアースに接続されている．この
Yground−iが零の場合，そのバス iを浮遊していると言
い，本論文では全てのバスに対し浮遊状態を仮定する．
電気回路理論の観点から，この仮定によって全ての内
部バスが排除できる事が言え，その結果アドミタンス
行列 Y は縮約アドミタンス行列 Yred となる．この縮
約過程はKron縮約もしくは単に連続した浮遊ノード
の消去と言う．
この縮約に伴うアドミタンス行列の変化を縮約式と

して以下で一般的に示す．まず，アドミタンス行列が
Y ⊂ C(N+M)×(N+M)で与える事ができる，発電機N台
とバスM 本から構成される電力ネットワークを考える．
ここで電力ネットワークを構成するバスのうち，k番目
のバスに着目し，このバスを消去すると，残された発電
機N台およびバスM−1本で構成される電力ネットワー
クのアドミタンス行列は Y ′ ⊂ C(N+M−1)×(N+M−1)で
与える事ができる．この消去後のアドミタンス行列の
ij 成分 Y ′

ij は消去前のアドミタンス行列 Yij を用いて
次式で表わす事ができる．

Y ′
ij = Yij −

YikYjk

Ykk
, i, j ∈ {1, ..., N − 1} (2)

この縮約式を用いて全ての内部バスを消去する事によ
り，縮約アドミタンス行列 Yredは与えられ，この行列
によって各発電機間の関連性が明確になる．そこで，こ
の行列の要素 Yred ij が各発電機間の相互コンダクタン
スGij およびサセプタンスBij を用いてGij + jBij で
表わす事が可能である事に留意すると，電気的出力Pe,i

を表す事ができる．ここで，発電機 iの電圧をEiとし
ている．

Pe,i = −
N∑

j=1

EiEj {Gij cos(δi − δj)

+Bij sin(δi − δj)} (3)

動揺方程式 (1)式および電気的出力 (3)式を用いる
ことで電力ネットワークの相対位相変動を表す数式モ
デルを与える事ができる．

Hi

πf
δ̈ = Pm,i − KP,iδ̇ − Diδ̇ − E2

i Gii

−
N∑

j 6=i

EiEj | Yij | sin(δi − δj + ϕij) (4)

ここで，ϕij := tan−1(Gij/Bij) ∈ [0, π
2 )，| Yij |:=√

G2
ij + B2

ij (> 0)である．また，機械入力Pm,iが比例

制御されているとし，比例ゲインKP,iを用いて Pm,i−
KP,iδ̇としている．電気出力は i = jの場合，E2

i Giiと
いう値となり，内部損失を表している．これは以下で
非均一蔵本モデルを扱うときに総和から外す必要があ
るため，この段階で外している．本論文では (4)式を
電力ネットワークモデルと呼ぶ．

2.2 非均一蔵本モデル
本節では電力ネットワークモデル (4)式を数学的観

点で扱う．そして，電力ネットワークの性質を失わな
い事，振動系を扱うモデルとして有名な蔵本モデルと
して近似的に扱える事の 2点に留意しながら数式展開
をしていく事で，蔵本モデルとして部分的に扱える電
力ネットワークモデルを導く．これが非均一蔵本モデ
ルである．この非均一蔵本モデルによって，電力ネッ
トワークを振動系として扱い，解析する事が可能とな
り，最終的には同期条件が求まる．
まず初めに電力ネットワークモデル (4)式に対して，

電気的損失を排除した実質的機械入力による回転子の
固有振動数 ωi，発電機ノード間の電力によって決定さ
れる各回転子への影響 Pij，特異摂動パラメータ ε，電
力ネットワークの収束決定要因 Fi を定義する．

ωi := Pm,i − E2
i Gii (5)

Pij := EiEj | Yij | (6)

ε :=
Hmax

πf(Dmin + Kmin)
(7)

Fi :=
(Di + KP,i)/(Dmin + Kmin)

Hi/Hmax
(8)

この定義を用いると，(4)式を (9)-(10)式とする事がで
きる．

δ̇i := Ωi (9)
εΩ̇i = −FiΩi

+
Fi

Di + KP,i

ωi −
N∑

j 6=i

Pij sin(δi − δj + ϕij)

 (10)

ここで，εΩ̇i → 0とすることで，(9)-(10)式から次
式を得る．

(Di + KP,i)δ̇i = ωi −
N∑

j 6=i

Pij sin(δi − δj + ϕij) (11)

この (11)式を本論文では非均一蔵本モデルと呼ぶ．
ここで，一般的な蔵本モデルは次式として知られてい
る．K は結合強度と呼ばれるパラメータである．

θ̇i = ωi +
K

N

N∑
j=1

sin(θi − θj) (12)

したがって，非均一蔵本モデルと蔵本モデルの異な
る点は主に 3点あり，角速度が各発電機 iの固有の値
(Di + KP,i) 倍されている点，正弦波の係数が Pij と
なっており，一定ではない点，ϕij が位相差に加わって
いる点の 3点である．つまり，非均一蔵本モデルは蔵本
モデルと比較して，振動系システムを構成する各ノー
ドに依存する要素が多く，そのため均一ではないモデ
ルとなっている．

3 同期条件と初期条件
本章では電力ネットワークモデルと非均一蔵本モデ

ルに関して得た，本論文の主な結果を述べる．結果と
して，電力ネットワークに対しては補題 15)と定理 1が
成立する．ただし，Rはノード間の実効抵抗 6)，D′

i =
(Di + KP,i)/(Dmax + Kmax)である．



補題 1 5)同期条件式を (13)式，初期条件式を (14)-(15)
式のように定義する．

2E2

R
> max

{i,j}

{
ωi

D′
i

− ωj

D′
j

}
(13)

θ(0) ∈ [0, π/2 − γ) (14)

γ = sin−1

(
R

2E2
max
{i,j}

{
ωi

D′
i

− ωj

D′
j

})
(15)

(13)-(15)式が成り立つとき，非均一蔵本モデル及び電
力モデルに関してそれぞれ (A)位相固定，(B)角周波
数同調，(C)近似誤差が成立する．これらの詳細に関
しては以下の定理 1を参照されたい．

補題 1に対し，送電損失を考慮すると定理 1が成立
する．ただし，D” = (Dmax + Kmax)/(Dmin + Kmin)
である．

定理 1 同期条件式を (16)式，初期条件式を (14), (17)
式のように定義する．

cos(ϕmax) > max
{i,j}

{
ωi

D′
i

− ωj

D′
j

}
R

2E2

+D” sin(ϕmax) (16)

γ = sin−1

(
R

2E2 cos(ϕmax)
max
{i,j}

{
ωi

D′
i

− ωj

D′
j

}
+D” tan(ϕmax)) (17)

(14), (16)-(17)式が成り立つとき，非均一蔵本モデル
及び電力モデルに関して以下の (A)-(C)が保証される．
非均一蔵本モデル

(A)位相固定 : max{i,j} | θi − θj |≤ π/2 − γ

(B)角周波数同調 : θ̇min(0) ≤ θ̇∞ ≤ θ̇max(0)
電力ネットワークモデル

(C) 近似誤差: 非均一蔵本モデルとの近似誤差は以下
の値で抑える事ができる．ただし，添字 P は電力ネッ
トワークモデル，N は非均一蔵本モデルを表す．

θP (t) − θN (t) = O(ε), ∀t ≥ 0 (18)

証明 1 蔵本モデルの同期条件を適用する事で，定理 1
の同期条件は与えられる．(11)式における結合強度は
(19)式となり，また，固有振動数は (20)式となる．

N∑
j

Pij

Di
cos(ϕij) −

N∑
j

Pij

Di
sin(ϕij) (19)

max
i

ωi

Di
− min

j

ωj

Dj
= max

{i,j}

{
ωi

Di
− ωj

Dj

}
(20)

したがって，蔵本モデルの同期条件を非均一蔵本モデ
ルに適用すると同期条件は次式で与える事ができる．

N∑
j

Pij

Di
cos(ϕij) −

N∑
j

Pij

Di
sin(ϕij)

> max{i,j}

{
ωi

Di
− ωj

Dj

}
(21)

ここで以下の不等式が成立する事に留意すると，(21)
式から同期条件が導出する事ができる．また，元の (21)
式の間に (22)-(23)式を挟んでいるので，定理 1の同期
条件に関して保守性も保証している．

N∑
j

Pij

Di
cos(ϕij) ≥ N

Pmin

Dmax
cos(ϕmax) (22)

N
Pmax

Dmin
sin(ϕmax) ≥

N∑
j

Pij

Di
sin(ϕij) (23)

□

注意 1 次に実効抵抗に関して述べる．電力ネットワー
クを無向結合のグラフと考え，アドミタンス行列を非
均一に重み付けされたグラフラプラシアンLとすると，
電力ネットワークにおいてノード ij 間の実効抵抗 Rij

は次式で表わす事ができる．

Rij := (ei − ej)T L†(ei − ej) = L†
ii + L†

jj − 2L†
ij (24)

ここでノード数を N とすると，ei は ei ⊂ RN×1 であ
り，i番目の成分が 1，それ以外の成分は 0の列ベクト
ルである．また L†は Lのムーア-ペンローズの擬似逆
行列である．L†が対称であり，定義よりRii := 0であ
るので，実効抵抗行列Rもまた対称行列である．この
実効抵抗行列はグラフの接続形態や距離などの性質を
反映しているので，過去の研究でR，Lそして L†関し
て多くの興味深い結果をもたらしてきた．特に興味深
い結果としては，ノード数N が∞の場合実効抵抗Rij

は一定値Rに収束していくという結果 7)であり，この
値を同期条件 (13)，(16)式で用いている．

次に，提案法の同期条件と従来の条件を比較する事
で同期条件の緩和が達成されている事を確認する．同期
条件の導出方法および送電損失ϕijが与える同期条件へ
の影響から，送電損失を零とした場合，つまり ϕij = 0
とした場合でもこの比較は可能である．そこで，簡単
のため送電損失を零とした場合で比較する．比較に際
し，異なる部分を明らかにするべく，同期条件式の左
辺の形を揃えた式が以下である．(25)式が提案法，(26)
式が従来法 3) である．

2E2

RDmax
> max

{i,j}

{
ωi

D′
iDmax

− ωj

D′
jDmax

}
(25)

2E2

RDmax
> max

{i,j}

{
ωi

Di
− ωj

Dj

}
(26)

提案法の同期条件と従来法の同期条件の違いは，明
らかにダンピングの部分のみであり，D′

iDmax ↔ Diと
なっている．ここで，提案法のD′

iDmaxはゲインKP,i

を含んでいる．したがって，このゲインKP,iは限度が
あるものの可変であるため，提案法は従来の同期条件
を緩和した条件である事がわかる．集合の観点から解
釈すると，D ⊂ D′Dmaxであるのは明らかなので，従
来法⊂提案法である事も明らかとなる．また，当然で
はあるが，KP,i = 0 ∀iとすると，提案法の (25)式は
従来法の (26)式と等しくなる事も確認できる．



4 数値実験による検証
本章ではシミュレーションによって提案法の妥当性を

検証する．Fig.1の電力システムに同期条件，初期条件
を満たすようなパラメータを与え，発電機の位相変動
を数値実験した結果を Fig.2(a)に示す．ここで，内側
の点列はFig.1の全発電機の位相をXY平面上に投影し
た (電力ネットワークモデルに従う)点であり，Fig.1-2
の点の色は対応している．また，外側の点列は内側に
ある同色発電機の近似位相を示しており (非均一蔵本
モデルに従う)，全て固定座標系での数値実験である．
Fig.2(b)は条件を満たしていない場合の数値実験結果
である．Fig.2から定理 1に関する妥当性，特に位相に
関する妥当性を視覚的に確認できる．
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Fig. 2: Phase Shift

次に角周波数同調に関して確認する．同期条件を満
たしている場合のシミュレーション結果を Fig.3(a)に，
満たしていない場合の結果を Fig.3(b)に示す．
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Fig. 3: Frequency Entrainment

Fig.3(a) では，最大角周波数および最小角周波数
が，最大初期角周波数と最小初期周波数の間に収束
している事が確認できる．これはつまり，θ̇min(0) ≤
θ̇∞ ≤ θ̇max(0)を満たしているという事であり，すなわ
ち角周波数同調を達成しているという事である．一方，
Fig.3(b)では角周波数同調を達成できていない事がわ
かる．したがって，定理 1(B)に関する妥当性を確認で
きた事になる．
最後に近似誤差に関する数値実験結果を Fig.4に示

す．Fig.4(a)は条件を満す場合，Fig.4(b)は満たさない
場合の結果である．ただし，∆θ = θP − θN である．
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Fig. 4: Approximation Error

本論文では，近似誤差をO(ε)で抑えられているかど
うかで近似の可否を決定している．電力システムに与
えたパラメータおよび日本，米国など多くの国と地域
で基準周波数が 50[Hz]または 60[Hz]である事を考慮
すると，近似誤差が 10−1 で抑えられていれば本論文
では近似が達成可能であると評価する事になる．した
がって，条件を満たす場合 (Fig.4(a))は近似が達成さ
れており，満たさない場合 (Fig.4(b))は近似はできて
いないという結果が Fig.4から確認できる．以上から
定理 1の (C)に関する妥当性が確認できる．

5 おわりに
本論文では，スマートグリッド技術の発達および再

生可能エネルギーを用いた発電機の大量導入など，近
未来において想定される電力ネットワークの複雑化に
伴う電力安定供給問題を背景に，簡略化していない電
力システムの同期問題を扱った．
縮約，実効抵抗，非均一蔵本モデルの考え方に基づ

いて電力ネットワークをモデル化し，解析を行い，結
果として同期条件 (16)式および初期条件 (17)式を提案
した．この提案法の主な利点としては，非均一蔵本モ
デルを用いるメリットを損なう事なく制御理論を適用
した事，またそれによる同期条件の緩和である．この
提案法の妥当性に関する検証結果はシミュレーション
にて示しており，Fig.2は位相固定に関して，Fig.3は
角周波数同調に関して，Fig.4は近似誤差に関してそれ
ぞれ示している．
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