
初期状態の不確かさを考慮した�����制御の磁気軸受への応用
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� はじめに

ロバストなコントローラ設計手法として一般的に知られる

�� 制御問題は制御対象の初期状態がゼロ以外の場合に過渡応

答特性が劣化する可能性を有している* 一方� 外乱と初期状態の

不確かさの混合減衰�� 制御問題 ���+��制御問題�は従来の

外乱減衰特性のみを考慮した �� 制御に対して，初期状態が不

確かであっても目標値追従において良好な過渡特性を得ること

ができるものと思われる* この制御問題は近年盛んに研究され

ている切替制御の実装法の一つとして有効であると考えられる．

外乱と初期状態の不確かさの混合減衰 ��+��制御問題につ

いては，直交条件を含む制御対象に限定されていた��� ���* 実シ

ステムに本手法を応用するには，制御系設計の自由度がかなり

制約を受け，実用上十分でない���．そこで文献���では従来の結

果から直交条件を外して，外乱と初期状態の不確かさの混合減

衰無限時間区間 ��+��制御問題を定式化し，可解条件の必要

十分条件を導出し，ある１つの具体的な制御方策を提示した．

本稿では磁気軸受に対して ��+�� 制御を応用し� 有効性の

検証を行う* 磁気軸受は非接触支持が可能なため摩擦や磨耗がな

い* そのため電力貯蔵用フライホイール� 真空ポンプなどに応用

されている ���* しかし� 支持力をフィードバック制御された電

磁石吸引力のみに頼るため� 不釣合いやジャイロ効果などロータ

ダイナミクスを陽に考慮しなければならない* また電磁石吸引

力の非線形性も考慮する必要がある* これらの問題に対し様々

なロバスト制御系設計を行った例が報告されている���*

本研究の目的は ��+�� 制御を磁気軸受に応用し� ロバスト

性と過渡応答特性を考慮した磁気軸受制御系を構成することと

する* まず� ロータダイナミクスや電磁石の非線形特性などを考

慮した磁気軸受の数学モデルを作成し� 次に文献���の結果を用い

て，磁気軸受に対して制御系設計を行う* 最後に従来法として

,�+制御および状態フィードバック制御によるコントローラと�

��+��制御のコントローラの応答をシミュレーションにより

比較することで� 提案法の有効性検証を行なう．

� �����制御

	
� 問題設定

時間区間 -!���で定義される以下の線形時不変システムを考

える．

.� / ��0��� 0���� � �!� / �	
� / 	��0
���
� / 	��0
��� ���

ここで � � �� は状態で �	 / ��!� は初期状態1 � � �� は

制御入力1 � � �� は観測出力1 � � �� は被制御量1 � � ��

は外乱であり，��
� は区間 -!��� において 2 乗可積分な関数

�� � ��-!����とする．またここでシステムは直交条件を有し

ていないことを確認しておく*

�� ��� ��� 	�� 	�� 
��� 
�� は適当な次元を有する定数行列

であり，以下の条件を満たすものとする．

� ������) 可制御　　 ���	��) 可観測

� ������) 可制御　　 ���	��) 可観測

� 
�
��
�� � ���� ) 正則

� 
��

�
�� � ���� ) 正則

システム ��� に対して� すべての許容制御則 ��
� が以下の線形

時不変システムで与えられ，��� と �2� によって構成される閉

ループ系が内部安定となるものとする．

� / �� 0��
.� / �� 0��� � �!� / ! �2�

ここで ��
� はコントローラの状態であり，有限の次元を持つ．

また � � �� �� � は適切な次元を持つ定数行列である．

与えられたシステムと上記の許容制御則のクラスに対して，以

下の �� +�� 制御問題を考える．

問題 � ���
� 制御問題

� � !が与えられたときに� すべての � � ��-!��� とすべての



�	 � ��（ただし ��� �	� �/ !）に対して � が以下を満たすよう

な外乱と初期状態の不確かさを混合減衰させる許容制御則を見

つけよ．

����� � ����� 0 ��	 �
���	 �"�

上記の条件を満たす許容制御則を ��+�� 制御 �または

単に +�� 制御�（������3���� ��4 
������ ����� �����������

����������� �+��� �������）と呼ぶ．

初期状態 �	 に対する重み行列 � は初期状態の不確かさの減

衰の外乱減衰に対する相対的な重要性を表す．行列不等式の意

味でより大きな � を選ぶことは，初期状態の不確かさをより減

衰させる許容制御則を選ぶことを意味する．

	
	 ���
�コントローラ

+��制御は初期状態が既知である場合にはある �� 制御にな

る．このことにより +��制御もそれに類似した制御則の構造を

持つ．問題を解くために以下の条件を考える．

���� 以下の �������方程式が可解で，解� � !が存在する．
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ここで以下の行列は安定である*

�����

�
��
���

��
�
��	�

����

�
��
���

����
� � 0���

�
� � �6�

��	� 以下の �������方程式が可解で，解 � � !が存在する．
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ここで以下の行列は安定である．
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ここで � ��� は行列 � のスペクトル半径を表し，� ��� /

$�8 ��� ��� �である*

上記の仮定のもとで以下の結果が得られる．

定理 � ���

システム ���に対して，仮定 ����� ��2�� ��"�が成り立つもの

とする．このとき �� セントラルコントローラが以下で与え

られ�
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この�� セントラルコントローラ �9�が+��制御であるための

必要十分条件は以下の条件 ��5�を満たすことである．
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ここで �は以下の �������方程式の最大解である．
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ここで � )/ �� � ���
��

*

� システム構成と数学モデル

�
� 磁気軸受

磁気軸受は電磁力を用いて回転体を非接触で支持する装置で

ある* 制御対象である磁気軸受には ;�����,����社の磁気軸受

装置	<=6!! を用いている* 構成図を >��* � に示す*

この磁気軸受は� ロータの両端に対して水平� 鉛直方向に挟み

込むように電磁石が設置され� 同方向の電磁石は共通の入力を持

つ* また� 両端の水平� 鉛直方向に対して１つずつのホール素子

型ギャップセンサが設置されている* 本対象における制御目的

は 5対の電磁石の吸引力を制御することで� ロータを安定に非接

触で浮上させることである* ロータは非磁性体であるが電磁石

に面してロータ表面に鉄の帯が巻かれていて局所的に電磁石吸

引力が働くため� スラスト方向に対する制御を行う必要はない*

次に制御対象の運動方程式を求める際に以下の仮定を置く*

� 回転子は剛体である*

� 回転子は回転子軸に対して回転対称である*

� 電磁石に発生する速度起電力は小さく� 無視できる*



� 9個の電磁石はすべて特性が等しい*

� 電磁石の抵抗� インダクタンスは定数とする*

この仮定のもとで磁気軸受におけるロータ �>��*2�の � � � 方向

の運動方程式および � � � 軸に対する回転の運動方程式を以下

に示す*

�?�� / � 	� � !�	� �  �� � !��� ��!�

�?�� / �" �  	� � !�	� �  �� � !��� ����

�
?# / ���$ .% 0 &�� 	� 0 !�	� �  �� � !���� ��2�

�
 ?% / ���$ .# 0 &��� 	� � !�	� 0  �� 0 !���� ��"�

ここで� ���
�：� 軸方向の変位� ���
�：� 軸方向の変位� #�
�：

� 軸回りの回転角� %�
�：� 軸回りの回転角� �：ロータの質量�

"：重力加速度� &�：ロータ重心から電磁石までの距離� ��：�

軸回りの慣性モーメント� �
：�� � 軸回りの慣性モーメント� $：

ロータの回転速度�  �：電磁石吸引力� !��：外乱である* なお各

パラメータに付いている添え字 ' は左鉛直方向 &�� 右鉛直方向

(�� 左水平方向 &"� 右水平方向 ("に属するパラメータの識別子

とする* 磁気軸受における物理パラメータを ��3�� �に示す*

���
� + -��������

,���$���� %�$3�� @����

	��� �� ��� ����� � !)2 2:-��A

;����� �� ��� ����� �
 !)2 :-$A

+������� 3��B��� &� !)��!6-$A

=����� ��4 
������$�����

	�$��� �� ������� �3��� � �� 6)!6"� �!��-��$�A

	�$��� �� ������� �3��� � �
 �)696� �!��- ��$�A

%���4� C�D � !)5� �!��-$A

=��Æ������ ��  ��
� * 2)9� �!�


����4� =���������������� �	�� ��� !)�526-�A

����4� =�����������E������ �	�� ��� !-�A

���������� � 5-FA

��4������� � 9)9� �!��-&A

%���4� @���������������� +	�� +�� !)67-@A

%���4� @�����������E������ +	�� +�� !-@A

運動方程式 ��!�� ����� ��2�� ��"� の変数を定常ギャップからの

微小変位 "��
�を用いて以下に示す*

�� / ��"	� 0 "���,2 ��5�

�� / ��"	� 0 "���,2 ��6�

# / �"	� � "���,2&� �� �

% / ��"	� 0 "���,2&� ��7�

これらの変換式を用いて運動方程式 ��!�� ����� ��2�� ��"� を

ギャップを変数とする運動方程式 ��9�� ��:�� �2!�� �2��に書き

換える*

?"	� / �?� 0 &�?#
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� 	� 0 !�	� �  �� � !���� �2��

次に電磁石の電磁石吸引力方程式は以下の式となる*

 � / *
�-� 0 !)6��

�"� � !)!!!5��
� *

�-� � !)6��

�"� 0 !)!!!5��
�22�

非線形である電磁石吸引力方程式 �22�を定常動作点付近でテイ

ラー展開し１次項までに近似すると以下の式が得られる*

 � / *
��� 0 !)6�� � ��� � !)6��

�) � �!�

0���"� 0��� -� �2"�

��� / �2*

�
��� 0 !)6��

��5� �!����
0

��� � !)6��

�5� �!����

�

��� / 2*

�
��� 0 !)6�

��5� �!����
�

��� � !)6�

�5� �!����

�

また電気回路方程式を以下に示す*

�
.-��
�

.

0��� 0 -��
�� / +� 0 /��
� 0 !���
� �25�

ここで� -��
�：定常電流からの微小変化量� /��
�：定常電圧から

の微小変化量� !��：ノイズである*

装置からの観測出力 ���
�はギャップセンサによって得られる

ロータの位置情報 "��
�とし� 以下の式が得られる* ここで ���
�

はセンサノイズやモデルの不確かさの影響を表す*

���
� / "��
� 0 �� �26�

�
	 システムの状態方程式

式 ��9�～�26� を鉛直� 水平方向に分けてまとめると磁気軸受

の状態方程式は以下のように表せる*�
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ここで �� は 2次の単位行列とし� ��� / ��	� / ����� ��� /

��	� / ����� ��� / ��	� / ����� ��� / ��	� / ���� とおく*

また本稿では回転速度 $をゼロとして扱う* 式 �2 �をまとめる

と� 以下の状態方程式が得られる*

.�� / ���� 0���� 0
�!	

�� / 	��� 0 �	 �27�

ここで �� )/ -��� ��� A
� � �� )/ -��� ��� A

� � !	 )/
	
!�� !��


�
�

�	 /
	
��
� ��

�


�
であり� ��� ��� 	�� 
� は適当なサイズの行

列である*

� 制御系設計

�
� 一般化プラントの構成と問題設定

まず外乱 !	�
�と �	�
�に関して考察する．!	 は入力外乱で，

低周波帯域で影響を及ぼす．また �	 は出力外乱，およびモデ

ルの不確かさを表す．そこで重み関数0� および0� を導入し

!	，�	 を以下のように表す．
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ここで �� は 5次の単位行列である* 次に被制御変数について考

慮する．制御の基本仕様が浮上体の非接触支持であるため，被制

御量として定常ギャップからの微小変位 "��
� とその速度 ."��
�

を選ぶ．これらの状態変数に，レギュレーションのために行列

Gで重み付けし，被制御量 �� を以下のように定義する．同様に

制御入力のレギュレーションのために �� に �で重み付けした被

制御量 �� を定義する．
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最終的には制御対象と重み行列をまとめ，一般化プラントを �"2�

のように構成する．このブロック線図は >��*" で表される．な

おこの一般化プラントには直交条件が課されていないことに注

意されたい*
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ここで � )/ - ��� ��� A�，�� は 0��1� の状態で� �� )/

-��� ��� ��� ���A
� とおく* また�，�を，� )/ -��

� ��
� A� �

� )/ - ��� ��� A� とおく．
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本制御系設計での制御問題は以下で与えられる．

制御問題： 一般化プラント �"2�に対して +��条件 �"�を達成

する許容コントローラ��1�を見つけよ．

�
	 ���
� コントローラ　　

上記の制御問題に対する解を得るため，	��;�<上で繰り返

し計算を行なうことによって以下の設計パラメータを選定した．
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これによって，��+��コントローラ�����1�が直接的に得ら

れる．ここでコントローラ �����1�は 5入力 5出力で� 次数は

� 次である．��1�の周波数応答を >��*5 に示す* このときの重

み行列 � の最大値は �)!"7292� �!�� � � である* ここで計算

を簡単にするために � の自由度を
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と限定した．3は正のスカラーで � は一般化プラントと等しい

次数を持つ単位行列である．正定行列 � をこのように限定する

のは，解析後の評価を容易にするためである．

� シミュレーションによる検証

�
� 従来法による制御系設計

前節で得られたコントローラ �����1� を用いてシミュレー

ションによる検証を行った* まず比較対象となる従来法として

,�+ 制御および積分型状態フィードバック制御について記す*

,�+コントローラの構造を >��* 6に� 積分型状態フィードバッ

クコントローラの構造を >��*  に示す*
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次に各コントローラのゲインを以下に示す*
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また >��* におけるオブザーバの構造を以下に示す*
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ここで H��：状態量の推定値� ��：オブザーバゲインである* ,�+

ゲインはシミュレーションによる試行錯誤により求めた* 状態

フィードバックゲインは 	��;�<の &4( コマンドにより適切

な重み行列を指定することで求めた*

�
	 検証結果

まず入力 �	� に !*�-$$Aのステップ入力信号を加え� 応答波

形を測定した* ��+��の結果を >��*7� ,�+の結果を >��*9� 状

態フィードバックの結果を >��*:に示す* 次に� ステップ状外乱

をシステムにそれぞれ加えたときの応答波形を測定した* ここ

では !*�-@A のステップ信号を外乱 !�	� に加えた場合を想定す

る* その結果を >��*�!� ��� �2にそれぞれ示す* ��+��制御と

,�+制御を比較すると� ��+�� 制御は定常状態への収束が早

く "���
� に対する影響も小さくなっている* ��+��制御と状

態フィードバック制御を比較すると� ��+�� 制御はステップ

応答のオーバーシュートが大きいが� 外乱応答においては影響を

小さく抑えている*

次にコントローラのロバスト性を比較した* モデルパラメー

タの変動分として� 電磁石の抵抗値がノミナルモデルから �*9倍

�7)2F� に変動した場合を想定し� 各コントローラの外乱応答を

比較した* モデル変動前後の ��+��制御の外乱応答を >��*�!

に� ,�+ 制御の外乱応答を >��*��に� 状態フィードバック制御

の外乱応答を >��*�2 に示す* ��+�� 制御を ,�+ 制御や状態

フィードバック制御と比較すると� ��+��制御はモデル変動後

も応答の劣化が抑えられている* ��+�� コントローラがロバ

スト性においても優れていることが示された* 総合的に見て従

来法に対して ��+��が優れていることが示された*

	 おわりに

本稿では外乱と初期状態の不確かさの混合減衰 ��+��制御

問題を磁気軸受に対して適用し，多入出力系における有効性を

検証した．具体的には，磁気軸受の数学モデルを作成し�制御系

設計を行った* そして� 従来の制御問題と ��+�� 制御問題の

応答を比較し� 応答性能� ロバスト性の面で磁気軸受における有

効性が確認された．今後は実機にて ��+�� 制御を実装し� 切

替制御の実現を目指す*
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